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valor propio de un operador hermı́tico

Adriana De Mendoza y John H. Reina
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Resumen

Clásicamente, el tiempo de cálculo de la energı́a de sistemas cuánticos crece exponencialmente con su
tamaño. Sin embargo, este cálculo puede hacerse de orden polinomial usando un algoritmo cuántico
recursivo tal como el denominado algoritmo de estimaci ón de fase (PEA). El PEA reduce el número
de bits cuánticos (qubits) requeridos para el registro de salida de veinte a cuatro aproximadamente. La
función de onda del sistema molecular es mapeado a la base de los qubits de tal modo que el número de
qubits requeridos escala linealmente con el número de elementos de la base y el número de compuertas
necesitadas crece polinomialmente con el número de qubits. Este trabajo muestra cómo dicho algoritmo
obtiene el valor propio de un operador hermı́tico, tı́picamente la energı́a del estado fundamental de un
sistema fı́sico abierto, dada la posible interacción con fuentes de ruido cuántico. Lo anterior se realiza
mediante la modelación de fuentes de disipación cuántica dentro del algoritmo y la implementación de
corrección cuántica de errores a través del algoritmo de Shor [1,2].
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Abstract

Clasicaly, the computational time required to calculate the energy of quantum systems escales exponentially
with size, however, this calculation can be made in polinomial time using a recursive quantum algorithm
termed phase estimation algorithm (PEA). This reduces the number of qubist required to read out a register
from twenty to four approximately. The wave function for the molecular system is mapped out into the
qubits basis such that the required number of qubits grows linearly with the number of basis functions,
and the number of gates needed escales polynomially with the number of qubits. This work shows how
the algorithm calculates the eigenvalue of an Hermitic operator, typically the ground state energy of an
open quantum system, given the interaction with quantum noise sources. This is developed by modeling
the sources of dissipation within the algoritm and realizing quantum error correction by means of Shor’s
algorithm [1,2].
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1. Introducción

Estamos familiarizados con la frustración de necesi-
tar más recursos computacionales para resolver prob-
lemas de cómputo. Gran cantidad de problemas in-
teresantes e importantes no son viables de solucionar
en un computador convencional (“clásico”) debido a
los desmesurados requerimientos de recursos computa-

cionales. Ası́, la promesa de la computación e informa-
ción cuántica consiste en hacer posibles nuevos algorit-
mos que sean capaces de resolver ese tipo de problemas
[3]. Un algoritmo cuántico consiste en un circuito de
compuertas lógicas que alteran un bit cuántico de en-
trada (o un conjunto ellos) para producir un bit cuánti-
co o un conjunto de bits de salida como resultado de
la operación de cómputo. Cada compuerta cuántica es
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una transformación unitaria que actúa sobre un número
especı́fico de qubits y es importante que el espacio de
Hilbert del algoritmo sea descompuesto en el producto
tensorial de los espacios bidimensionales de los qubits,
asumiendo una descomposición natural en subsistemas,
la cual es respetada por el sistema de compuertas de
tal modo que estas actúan sobre pocos subsistemas a la
vez.

El cálculo del valor propio de un operador Hermı́tico
(la simulación completa de la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo), con algoritmos y computa-
dores clásicos, crece exponencialmente con el tamaño
del sistema, limitando ası́ la complejidad de los sistemas
y los potenciales a calcular, además de sacrificar la pre-
cisión que puede ser obtenida en dichos cálculos. La
implementación de un algoritmo cuántico puede llevar
a que ese tiempo de cálculo sea de orden polinomial.
En el presente trabajo estudiamos un algoritmo cuántico
recursivo que cumple dicho propósito, denominado al-
goritmo de estimación de fase: PEA [5,6] y presentare-
mos la implementación de la simulación clásica del mis-
mo. Del mismo modo como la computación clásica es
afectada por factores de ruido que pueden distorsionar
o cambiar los resultados de cómputo, la computación
cuántica es afectada por fuentes de ruido cuántico que
alteran la información de las fases relativas obtenidas
en el proceso de cálculo. Se introduce ruido al cálculo
tomando el qubit de salida al final de cada etapa del al-
goritmo PEA y sometiéndolo al efecto de ruido cuántico
mediante la operación de una compuerta unitaria U que
introduce el error. Para proteger la información contra
los efectos de ruido cuántico, el qubit es codificado me-
diante el algoritmo de Shor [1,2], el cual provee correc-
ción para flipeo de bit, flipeo de fase, y combinaciones
de estos[3].

2. Algoritmo de estimación de fase

Inicialmente se propone un estado fundamental |Ψ〉
(Función de onda de Hartree Fock) y se representa en
un registro binario de qubits S tal que la función de on-
da del sistema de varias partı́culas se expresa en térmi-
nos del estado de ocupación fermiónica de los orbitales
atómicos. El número de orbitales es proporcional al
número de átomos en la molécula. A partir del Hamil-
toniano H del sistema se genera la transformación uni-
taria U , tal que

U |ψ〉 = eiHτ |ψ〉 = ei2πφ |ψ′〉 , (1)

donde E = 2πφ/τ . Se genera un operador unitario de
tal modo que

U |ψ〉 = eiHτ |ψ〉 = ei2πφ |ψ〉 . (2)

A través de la acción controlada de U , se llega a un
estado intermedio con registro R,

|R〉 ⊗ |S〉 =

(∑
n

ei2πφn

)
⊗ |ψ〉 , (3)

y posteriormente se aplica la trasformación cuántica de
Fourier inversa para obtener φ y se repiten todos los pa-
sos, obteniendo cada vez mejores aproximaciones de la
energı́a, hasta alcanzar la precisión deseada contra un
valor de referencia.

3. Implementación del PEA

En el algoritmo PEA, el número de qubits requeri-
dos escala linealmente con el número de funciones que
describen la base del espacio de Hilbert y por lo tanto,
el número de compuertas requeridas crece polinomial-
mente con el número de qubits. La función de onda
del estado fundamental del sistema se representa en un
registro de qubits S (estado) y otro registro de salida
R que es usado para almacenar información interme-
dia del proceso de convergencia para obtener el valor
propio E de la energı́a, en el caso en que el operador
hermı́tico al que nos referimos sea el Hamiltoniano H .

El programa PyQuante R© usado en [4] recibe la de-
scripción de una molécla y genera el Hamilitoniano
del sistema en forma matricial, calculando sus valores
propios por el formalismo de Hartree-Fock o del fun-
cional densidad. Este hamiltoniano es tomado por la
rutina Lime, la cual exponencia el hamiltoniano, es de-
cir, calcula eiHτ por el método de los aproximantes de
Padé. Posteriormente, un programa auxiliar denomina-
do Tabasco, convierte la salida de Lime para construir
la compuerta controladaC−U . Al final de este proceso
tenemos una compuerta que calcula la Ec. (1) en cada
paso del algoritmo de estimación de fase. Como ha si-
do indicado, es recomendable descomponer el espacio
de Hilbert del cálculo en el producto de los subespacios
de los qubits. Con este objetivo, la rutina Sangrita de-
scompone la compuerta controlada en matrices o rota-
ciones base para generar un circuito o algoritmo cu ánti-
co. Con estas rutinas como insumo, el programa Mar-
garita controla el proceso iterativo PEA hasta alcanzar
la presición requerida. La Figura 1 describe el proceso
de estimación seguido por el código TEQUILA R©.
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Figura 1. Representación esquemática del funcionamiento del programa TequilaR©.

4. Ruido cuántico

Por ruido cuántico se entiende que el sistema de dos
niveles que trabaja como qubit disipa energı́a hacia un
ambiente. La interacción con ese ambiente es la respon-
sable de los cambios o pérdidas en la información, ha-
ciendo que la unidad de información “el qubit” salga
modificado después del proceso de interacción.

Se introduce ruido al cálculo tomando el qubit de
salida al final de cada etapa del algoritmo PEA y
sometiéndolo al efecto de ruido cuántico mediante op-
eración de una compuerta unitaria U . Para modelar el
sistema ambiente-qubit resulta conveniente asumirlo co-
mo un sistema cerrado y representar la operación rui-
dosa con una compuerta unitaria U . A esta operación
entra un estado conjunto del sistema ambiente-qubit
(ρ ⊗ ρenv) y sale un estado modificado ρ′. Se trata el
ambiente como un reservorio, cuyas alteraciones en la
interacción con el sistema qubit son despreciables. De
este modo, el estado del ambiente sale al otro lado de
la operación sin sufrir modificaciones.

Se puede suponer que el estado inicial del ambiente
ρenv = |ρ0〉 〈ρ0| es cero en la base del sistema y que el
estado del sistema modificado viene dado por el oper-
ador suma:

ρ′ = ε(ρ) = Trenv

[
U(ρs ⊗ ρenv)U+

]
,

ρ′ =
∑

k

〈ek|U ρ⊗ |e0〉 〈e0|U+ |ek〉 . (4)

Definimos un operador en el espacio de estados
del sistema principal Ek = 〈ek|U |eo〉, tal que∑

k EkE
+
k ≤ I . Con esto, el estado de salida del sis-

tema es igual a

ρ′ =
∑

k

EkρE
+
k . (5)

5. Corrección cuántica de errores

Para proteger la información contra los efectos del
ruido cuántico, el qubit es codificado mediante el algo-
ritmo de Shor, que consiste en la combinación adecuada
de los algoritmos de corrección para flipeo de bit y de
corrección para flipeo de fase [3], cuyos circuitos son
ilustrados a continuación

 Ψ

0

0

Figura 2. Circuito de corrección de flipeo de qubit. Las operaciones

unitarias de dos qubits corresponden a la compuerta cuántica CNOT

[3], donde el estado |Ψ〉 es el qubit de control.

El código de corrección de flipeo del qubit hace una
especie de duplicación del qubit. Sea p la probabilidad
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de que el qubit sea flipeado, después de ser codificado
como un bit triple qubit lógico [3],

|0〉 → |0l〉 = |000〉 ,
|1〉 → |1l〉 = |111〉 , (6)

donde la probabilidad de error es 3p2 − 2p3, la cual es
mucho menor que p.

Figura 3. Circuito de corrección de flipeo de fase. H denota la com-

puerta de Hadamard; las operaciones de dos qubits corresponden a

la compuerta CNOT [3], donde |Ψ〉 es el qubit de control.

El código de flipeo de fase trata este tipo de error
como si fuese un flipeo de bit. Esto se puede hacer
definiendo el cambio de base

|+〉 =
(|0〉 + |1〉)√

2
,

|−〉 =
(|0〉 − |1〉)√

2
. (7)

En esta base, el operador de flipeo de fase σz actúa
del mismo modo que el operador de flipeo de bit σx

cambiando el qubit de |+〉 → |−〉 y viceversa. En esta
nueva base, se propone la codificación

|0l〉 = |+ + +〉 ,
|1l〉 = |− − −〉 , (8)

la cual protege los qubits |+〉 y |−〉 contra el flipeo. Asi,
el circuito descrito anteriormente se encarga de hacer
la duplicación de igual manera que el código de flipeo
de qubit y posteriormente hace el cambio de variable
mediante la operación de compuertas de Hadamard.
La Figura 4 muestra el resultado de la combinación de
estos dos circuitos, en lo que se conoce como el algo-
ritmo de Shor [3].
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Figura 4. Esquema del algoritmo de Shor.

En nuestros cálculos numéricos este algoritmo ha si-
do considerado dentro de la estructura del programa
Tequila R© para la respectiva estimación de fase. Ası́ ex-
tendemos el anterior programa al caso de procesos de
ruido cuántico, como los definidos anteriormente.

Conclusiones. El método numérico del algoritmo
PEA implementado en el programa Tequila R© [4]
posee precisión numérica hasta de 5 decimales. Las im-
precisiones del método se adjudican a las aproxima-
ciones hechas en la exponenciación del Hamiltoniano
mediante aproximantes de Padé. La información cuánti-
ca puede ser protegida contra los errores de flipeo de
fase, flipeo de bit y combinaciones de ambos, codif-
icandolos mediante el algoritmo de Shor en un qubit
robusto equivalente a 9 qubits, que al ser sometido a
ruido cuántico no sufre los efectos de cambio o perdida
de la información contenida. Sin embargo, el costo de
memoria y tiempo de cálculo sólo se incrementa poli-
nomialmente en el cómputo cuántico (lo hace exponen-
cialmente en la simulación clásica del mismo).
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