Revista Colombiana de Fisica
Revista Colombiana dei§ica,Vol. 41, No.2, Abril 2009 j\ R I :

Teorema de Earnshow en Dimensiones Extra

César Belefid, Damian Mayorg4, Jairo Alexis Rodrigue

aDepartamento De Fisica, Universidad Nacional de ColomiSade Bogota

Recibido 23 de Oct. 2007; Aceptado 6 de Mar. 2009; Publicadtinea 30 de Abr. 2009

Resumen

Se discute la validez del teorema electrostatico conamduwo Teorema de Earnshaw considerando el caso
de dimensiones espaciales adicionales sin compactifidaste/ ena dimension extra compactificada sobre
el orbifold S'/Z,. Se observa que para el caso de dimensiones extra no coficpdets sigue siendo valido

el Teorema de Earnshaw. Sin embargo el potencial obtenidolpalimension adicional compactificada
no satisface la ecuacion de Laplace en 3-D, por lo que ladalsica en que se prueba el teorema deja
de tener validez. Se discuten algunas alternativas paga pemtos de equilibrio estable y se concluye que
si estos existen la separacion entre cargas debe ser agl dedl parametro de compactifica-cion de la
dimension extra.
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Abstract

The electrostatic theorem known as Earnshow theorem isisied taking into account the cases of not
compactified additional spatial dimensions and one extreedsion compactified using tt$%e /Z5 orbifold.

We note that theorem is valid in the case of additional spdimensions without compactification. But in
the case of one compactified extra dimension, the poterdied dot satisfy the Laplace equation in 3-D.
Because of this, it is not possible to demonstrate the Eamgineorem in the usual form; we discuss some
possibilities in order to get stable equilibrium and we dode that if these configurations exist then the
distance between charges should be of the order of the caifiqgetion parameter of the extra dimension.
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1. Introduccion estar en posiciones libres de carga. De acuerdo con la
ley de Gauss, en estos puntos, el potencial debe cumplir

El hecho de que las distribuciones continuas de cargal@ ecuacion de Laplace[2]. Por lo que se considera una
sean idealizaciones de configuraciones de cargas punf€gion conexd& alrededor de un puntd donde sigue
tuales fue usado por Earnshow para afirmar el siendo valida dicha relacion.
cuerpo cargado sometido a la influencia de un cam-  Seap el potencial electrostatico, y una esfera de radio
po ekctrico no puede permanecer en equilibrio estable £ contenida ei’, al aplicar la identidad de Green para:
bajo la influencia exclusiva de fuerzas electfaisas €l potencial y una funciog = |r —r/|~! — R~' y us-

»[1]. Earnshow probo que si toda distribucion de car- ando el hecho de quecumple la ecuacion de Laplace,
ga es una superposicion de cargas puntuales y se dese$€ deduce que el promedio del potencial sobre la super-
encontrar los puntos donde se presenta equilibrio es-ficie de la esfera coincide con el valor de la funcion en
table para una cierta configuracion, estos puntos deber! centro. Este resultado se sigue cumpliendo para toda
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Figura 1. Laplaciano en 3-D del potencial compactificado

esfera centrada en el punto con radio menor BuSi
ademas suponemos que €rel potencial presenta un
minimo y se construye una esfera centrada en este pun- e(()N)SN (r) lr =1l

to, el promedio del potencial sobre la esfera es igual al Sabiend | ficie d hi .
valor en el centro. Para que esto ocurra debe haber pun-d_ abien OI que fa sulper :C'e_, € l.ma klgoNe)rejsilr-a
tos sobre la superficie donde el potencial asuma valores |mir(12|)ona S%}z ace la [el aC|on[3]N| — q " '
menores que(r’), y esto contradice la hipotesis inicial.  ©O" = 2n*/?'(N/2)~" y reemplazando este re-
Por tanto, no puede haber puntos de equilibrio estableSUtando en (2) se llega a que el campo eléctrico debido
en regiones del espacio donde el potencial cumpla la@ UNa carga puntual es de la forma:

ecuacion de Laplace[1].

r—r

EM (r) =~ @)

/
EM(r) = d T 3
(I‘) k(N)WN/QEéN) |r _ r/|N ( )

2. N dimensiones espaciales sin compactificaci
Sea una funcion)(|r — r’|) tal quey(R) = 0y
ara el potencial electrostatico én dimensiones, se V¢ = —(r —r’)/|[r — r'|"; reemplazando esta defini-
supone valida la ley de Gauss, es decir, el flujo de cam-cion en (20), usando el hecho de que para una carga
po eléctrico a través de la superficigy() de un hiper- puntual situada emn’ la densidad de carga viene dada
volumen Py) es proporcional a la cantidad de carga POrp = ¢é(r —r’) y usando la ley de Gauss, se deduce
contenida dentro del mismo: queV?y = —kMs(r —r').
Considérese una funcion de potenciatiebido a una

1 cierta configuracion electrostatica, si un purtse en-
/S EWN) . FdSy = W/v p(r)dVy (1) cuentra libre de carga, se debe cumplir la ecuacion de
N €

0 N Laplace en una region conexa alrededor de este punto,
Aplicando el teorema de Green para la parte izquier- sea)y una hiperesfera de radi® centrada en’ y Sy
da de la ecuacion (1) y sabiendo qEEY)(r) = la superficie asociada a la misma, aplicando la identidad
~VéN)(r), se obtiene:VZpN) = —v . EWN) = de Green eV dimensiones[4] para y ¢ y tomando

—p/eN). Al considerar una carga puntugén el cento  €n cuenta que cumple la ecuacion de Laplace:
de la hiperesferd&’,y de radior situada en la posicion

r’; por isotropia del espacio, el campo eléctrico debe

ser constante sobre todos los puntos de la superfice. Si / ¢V2pdVy = —|VY(R)| PdSN
suponemos ademas que el campo eléctrico es paralelo Ir=r|=R

al vectorr — r’ tal como ocurre en dos y tres dimen- y aplicando las condiciones impuestas parse ob-

siones y haciendngN dSn = Sn(r), la ecuacion an-  tiene:
terior toma la forma:
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Figura 2. Configuracion de cargas estudiada

o 1 _ condiciones de independencia lineal se encuentra el co-
o) = SN(R) Jsy a5 = D)swim &) eficientea(k,, k,, k., n); después de reemplazar en la
La ecuacion anterior posee el mismo significado que €cuacion anterior se obtiene:
la obtenida por Earnshow para tres dimensiones, por lo
gue es imposible obtener posiciones de equilibrio es- @ q 1 [ )
table con potenciales electrostaticos para cualquier es- T @ 2nzr /0 coth(mak) sin(kr)dk
pacio N-dimensional. 0

Tomando el valor principal de Cauchy:
3. Una dimensbn extra compactificada

1

Se considera un espacio con cuatro coordenadas es- #0(r) = (W) gCOth (ﬂ) ©
paciales(z, y, z, w) y a la cuarta se asocia la identifi- m(2macy”)
cacion[5]w ~ w + 2wa, esta operacion caracteriza al Notese que en el caso> a: coth(r/2a) — 1, con
orbifold S1/Z> y su significado es que cualquier can- |g queo™ (r) = q(471-(277a684)))717*71; este potencial
tidad o es periodica enw, es decira(z, y, z,w) = presenta la misma estructura funcional del potencial
a(z,y, z,w + 2nma), n € L. o ) o electrostatico en tres dimensiones, luege= 2meg4>.

Al suponer que en este espacio sigue siendo valida laca|cylando el laplaciano tridimensional del potencial
ley de Gauss para el potencial electrostaticéy®) = indicado en (6):

—p/e(()4) y aplicando la identificacion al potencial

se tiene quep™® debe cumplir: ¢ (z,y, z,w) = V2 o) — 1 o) @
¢>_<4> (2,9, z,w + 2nma). Para calcular el potencial de- COLa 4 (2maelV)

bido a una carga puntual en el origen, la densidad .

de carga se escribe como producto de funciones delta: Donde  f(r) = —4md(r) coth (37)  +

p = q0(2)5(y)d(2)d(w) y el potencialy®) se expresa =5 coth (35) cscif (). Este potencial no cumple la

como producto de transformadas de Fourier: ecuacion de Laplace en 3 dimensiones, por lo que la
identidad de Green no puede aplicarse para probar que

este potencial no presenta puntos de equlibrio estable.

1 n ik mih o : ) :
W = - Z /a(k, n)etavetkertikyytikz 3 Para visualizar mejor el comportamiento del mismo, se
(2m)® = considera una distribucion de cargas igualespues-
(5) tas de la manera indicada en la figura 2 a una distan-

Dondek = (kz,ky, k). Calculando el laplaciano  cia R del origen y una cargg en este punto, alli los
de (5), igualando al cocientep/eg4), aplicando rela-  campos eléctricos se anulan por pares, luego el campo
ciones de completez para la densidad de carga y usand&léctrico neto en este punto es cero. El potencial total
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se puede escribir como la suma de los potenciales de- Al sumar estas matrices se llega a que cada término di-

bidos a cada una de las cargaép = Zk L ¢k >) de agonal de la matriz resultante coincide con el laplaciano
este modo el trabajo[6MIV para desplazar la carga ~ del potenciaky®) evaluado en = R, asi (8) asume la
en Ar esta dado por: forma:

AW = ¢'Vi 0™ (R)|Arf? + .. (11)

AW = Ar-[VVo A ] 8
1 Z [ v @i Ar] + ®) Para la estabilidad del potencial en el origen con

pequefios desplazamientdAf| < a), los términos de
orden superior en la expansion son despreciables. Si se
desea obtener un punto de equilibrio estable con esta
o 5., L d¢(4)+% l_i doy 14 ,(f)] cofiguracion de cargas, el termigtv, ¢'*) (R) debe

Comog®) depende unicamente ae

Ox;0x; 9y dr r r2 dr r dr? ser posmvo de acuerdo con la flgura 1 se debe cumplir
(9) queqq’ > 0, esto garantiza la obtencion de un punto
¢,(4)( 0) = ¢™ (|ry|) conry, la posicion de la carga € equlibrio estable para el potencial compactificado,

k-ésima, se observa que sblo hay una coordenada nccon o que se viola el teorema de Earnshow en tres di-
nula para cada una de las cargas, por lo que se cumplemensiones para este tipo de potenciales; sin embargo,
82(;51(64)/6%5% = 0 sii # j, ademas los terminos debe notarse que el laplaciano es practicamente nulo
con: = j presentan una dependencia cuadratica conparaR > 2a, por lo que de existir este tipo de config-

la coordenada, de esta forma las componentes de cauraciones, solo se obtendria una estabilidad eficiente si

da matriz son iguales para las cargas dispuestas sobre,g gimensiones de la configuracion son del orden del
el mismo eje; con esto la expresion para el trabajo se

5 @ parametro de compactificacion de la dimension extra.
reduce aAW = ¢ Y ;_, |Arf - [VV¢y, Ar] + }

donde¢§i) corresponde al potencial debido a una car-
ga dispuesta sobre el ejg, situada a una distancia
xx = r = R del origen. De la ecuacion (9) se nota que

los términos no nulos de la matr‘ﬁVngfk) son iguales o , _ _ ,
. . 2 (4) 9 Lo . Griffiths D.; An introduction to electrodynamic®rentice Hall,
salvo el terminod)“¢, ' /Ox;, este (ltimo se notara en 1999.

adelante com@r y los demas términos de la djggo— [2] Barlett D., Su Y.;What potentials permit a uniqueness thearem
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