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bDepartamento de Fı́sica, Universidad Nacional de Colombia, Bogotá, Colombia.

Recibido 23 de Oct. 2007; Aceptado 6 de Mar. 2009; Publicado en ĺınea 30 de Abr. 2009

Resumen

Consideramos el problema de una partı́cula en un potencial nuclear utilizando la aproximación de un poten-
cial armónico más términos de interacción espı́n-orbita y de tipoL2 tratados por teorı́a de perturbaciones,
se calculan los orbitales permitidos de la partı́cula y las funciones de onda correspondientes. Se muestra
como las perturbaciones remueven el degeneramiento en la energı́a pero deforman las funciones de onda,
teniendo como máximo seis contribuciones de deformación. Con estas deformaciones las funciones de
onda tienen una simetrı́a cilı́ndrica dejando la simetrı́aesférica del potencial nuclear sin deformar.
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Abstract

The problem of a particle in a deformed nuclear potential is considered using the approximation of a
harmonic potential plus spin-orbit interaction andL2 terms which are taken as perturbations. The allowed
orbits are calculated, as well as their wave fuctions. It is shown how the perturbations deform the wave
functions removing the energy degeneracy. These deformed wave functions are cylindrically symmetric
with up to six contributions leading to the lost of the spherical symmetry of the undeformed nuclear
potential.
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1. Introducción

Para la discusión del Hamiltoniano de una partı́cula
en un potencial nuclear deformado se toma la aproxi-
mación de un oscilador armónico con la adición de la
interacción spin-orbita y un término proporcional aL̂2,
con lo cual obtenemos una buena reprodución de los
niveles de una partı́cula en un potencial nuclear, permi-
tiendonos estudiar el caso del nucleo deformado. Una
consecuencia de la adición del términoL̂2 es la compre-
sión de la distancia entre los cascarones (niveles) bajo
~w0[1]. El espaciamiento de niveles es restaurado por

la sustracción del termino〈L̂2〉N el cual asumimos co-
mo un valor constante para cada cascaron. Una forma
de ver esto es que solo un termino proporcional ar2

es convenientemente incluido en la condición de con-
servación del volumen, la variación radial debida aL̂2

puede ser contrarrestada sustrayendo el valor promedio
de este. Si permitimos que el movimiento en el ejez

sea diferente a los ejesx y y, entonces el Hamiltoniano
toma la forma:
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En dondeC = 2κ~ω0 y D = µ′
~ω0 [2]. Este poten-

cial se presta fácilmente para la generalización y apli-
cación del caso degenerado. Es conveniente introducir
un parametro de elongaciónǫ, tal que conserve el volu-
men nuclear [3], tal queωz = ω0(ε)

(
1 − 2
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)
, ω⊥ =

ω0(ε)
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)
. Dondeω0(ε) es debilmente dependi-

ente, lo bastante para coservar el volumen nuclear. El
valor deǫ < 0 ó ǫ > 0 nos da la correspondiente for-
ma oblata ó prolata del nucleo. Para valores grandes de
ǫ podemos introducir una representación que diagonal-
ice el oscilador, mientras que la parte deL̂2 y L̂ · Ŝ los
tratamos como perturbaciones.
Asi escribimos Ec.(1) comoH = Hosc + H ′, donde
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). Por la forma de la construcción la

simetrı́a es cilı́ndrica unicamente en la nueva base, luego
se toman las coordenadas(ρ, ϕ, ζ) dondeξ = ρ sinϕ
y η = ρ cosϕ. Ahora podemos escribir la ecuación de
Schrödinger en terminos de estas coordenadas y obten-
er una solución tipo oscilador con simetrı́a cilı́ndrica
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La cantidadnp es el número de nodos radiales, mien-
tras quen⊥ es el número total de oscilación en el ejex
y y, tal que

2np + |m| = n⊥ (4)

y n⊥ = nx +ny. Con lo cual|m| = n⊥;n⊥ − 2;n⊥ −
4.....,0 ó 1. En este caso podemos anotar que para cada
N cascaron, (N = n⊥ + nz) este se divide enN + 1
niveles correspondientes an⊥ = 0, 1, ...N . El degen-
eramiento de cada nivel es2(n⊥ + 1) debido a los dos

valor de spin y losn⊥ +1 diferentes valores dem para
cadan⊥ que vienen de Ec.(4).
Podemos anotar que aunque el nivel de estructura esféri-
ca se pierde cuandoǫ 6= 0 un nuevo nivel reaparece.
Ası́ paraǫ=0.6 nosotros tenemos~ω⊥ = 2~ωz, con lo
cual podemos cambiar una cantidad~ω⊥ por dos~ωz

sin cambio de energı́a, tal como por una simetrı́a esféri-
ca que intercambia~ωx,~ωy y ~ωz.
El resto del Hamiltoniano lo podemos tratar como una
perturbación de primer orden, luego solo necesitamos
los términos diagonales:〈Nnzms| L̂t · Ŝ |Nnzms〉 =
ms. En dondem y s son las proyecciones del
momento angular orbital y de spin. Analogamente
〈Nnzms| L̂2

t |Nnzms〉 = m2 + 2n⊥nz + 2nz + n⊥.
Finalmente la energı́a total del sistema perturbado será:
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Dondeγ = m2 + 2n⊥nz + 2nz + n⊥ − N(N+3)
2 , el

efecto de la inclusión de el terminôLt · Ŝ y L̂2
t en

aproximación de perturbaciones es un levantamiento de
la degeneración2(n⊥+1), pero aun permanece dos ve-
ces degenerada debido a que todavı́a existe una simetrı́a
entre los ejesx y y.

Para desarrollar una solución por el método de oper-
adores es preciso introducir los operadores de creación
y destrucción similar a los que se trabajan en el os-
cilador armonico unidimensional, pero en el sistema
(ξ, η, ζ), por ejemplo:ax = 1√

2
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tienen la propiedad de crear los estados propios del os-
cilador apartir del estado base. Ahora definamos los op-
eradores:R = 1√

2
(ax − iay) y Σ = 1√

2
(ax + iay).

Por las reglas de conmutación entre losai se puede
ver queR conmuta conR† y análogamente paraΣ.
Luego se tiene que los operadoresR† y Σ† incremen-
tan mientras queR y Σ disminuyen en una unidad
n⊥. Como antes se supone una solución de la forma
ψ = Z(ζ)U(ρ)φ(ϕ) = |nz〉 |n⊥,m〉, la cual diagonal-
iza al HamiltonianoHosc. Al utilizar los operadores,
estos estados se pueden escribir comoψ = |nz, r,Σ〉 =

1
(nz !r!Σ!)1/2
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(R†R − Σ†Σ). Analogamente se pueden construir los
operadores de subida y de bajadaL+ =

√
2(a†zΣ −

azR
†) y L− =

√
2(azΣ

† − a†zR). Con la utilización
de estos operadores podemos comenzar con el esta-
do |nz, n⊥ = r + Σ,m = r − Σ〉 y construir otros es-
tados|nz, n⊥ + 1,m+ 1〉. Si ahora incluimos el spin,
el estado del sistema toma la formaψ = |nz, r,Σ〉 |S〉.
Con esto es posible evaluar los elementos matriciales de
Lt ·S y L2

t . Tomando la expansiónLt ·S = (Lt)zSz +
1
2 ((Lt)+S+ +(Lt)−S−), la energia del sistema pertur-
vado será
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Conγ = m2 + 2n⊥nz + 2nz + n⊥ − N(N+3)
2 .Tomando

ωz y ω⊥ en terminos deω0 y ǫ se tiene el mismo valor
de energı́a que se encontró antes.

Ahora calculamos las funciones de onda usando
teorı́a de perturbaciones a primer orden [4], donde
usamos las autofunciones|ψnz,n⊥,m,s〉 dadas por
Ec.(3) y la perturvación comôV = −CL̂ · Ŝ −
D
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)
.

Para hallar los elementos matriciales deV̂ se debe
tener en cuenta la ortonormalidad de los estados y el
hecho que los operadores son diagonales en esta base.
Con esto los únicos productos que sobreviven son

〈nz − 1, n⊥ + 1,m+ 1, s− 1| L̂ · Ŝ |nz, n⊥,m, s〉
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Notamos que cada estado tiene a lo más seis correc-
ciones debidas a la perturbación, y estas hacen que la

simetrı́a esférica se rompa. Para hallar explı́citamente
las correcciones se toman las diferencias de energı́as,
las cuales son respectivamente :~(ωz − ω⊥),~(ω⊥ −
ωz),~(ω⊥ − ωz),~(ωz − ω⊥),2~(ω⊥ − ωz) y 2~(ωz −
ω⊥).
Finalmente el estado perturbado será

|ϕnz,n⊥,m,s〉 = |ψnz,n⊥,m,s〉 (6)
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Conclusiones

El efecto de la inclusión de el terminôLt · Ŝ y L̂2
t

en aproximación de perturbaciones es un levantamien-
to de la degeneración2(n⊥ + 1), pero aun permanece
dos veces degenerada debido a que todavı́a existe una
simetrı́a entre los ejesx y y. El resultado de la defor-
mación del campo es entendible cualitativamente, por
ejemplo, para la deformación prolata(ǫ > 0) la mate-
ria es removida hacia los polos, esto corresponde a un
potencial suave en el ejez y a uno alto en el ejex y y
donde las orbitas ecuatoriales son principalmente local-
izadas. Clásicamente es entendible que si los vectores
de momentos angulares son casi paralelos al ejez y la
partı́cula se mueve perpendicular a este eje, entonces la
energı́a aumenta. Por otro lado para los orbitales con
jz << j son asociados con una contribución negati-
va a la energia para(ǫ > 0). Para los oblatos el caso
opuesto es totalmente valido. La perturvación remueve
el degeneramiento pero deforma las funciones de onda,
teniendo maximo seis contribuciones de deformación.
Con estas deformaciones las funciones de onda tienen
una simetrı́a cilı́ndrica dejando la simetria esférica.
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