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Resumen

En este articulo estudiamos el comportamiento de la ecuacion de Klein Gordon, la cual es 1a ecuacion relativistica de una
particula sin spin, al igual que estudiamos la influencia del la perturbacion del término Ay? en el espectro de energias per-
mitidas para la particula en una caja unidimensional. Este estudio lo hacemos utilizando un método numérico basado en d i-
ferencias finitas el cual nos permite resolver la ecuacion con condiciones de dirichlet en la frontera. Luego para poder cal-
cular los valores propios, 6 energias disponibles para la particula, utilizamos la transformada discreta de Fourier, teniendo
en cuenta el hecho de que cualquier tipo estado del sistema es una combinacion de los estados base de este.
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Abstract

In this paper we study the behavior of the Klein Gordon equation, which is the relativistic equation of a spin less particle,
also we study the influence of the perturbation term Ay?® in the energy spectrum available for the particle encloses in a one
dimensional box. This study is done using a numerical algorithm based in the differential differences method, this method
allow us to solve the Klein Gordon equation with Dirichlet boundary conditions. Then in order to find the energies avail a-
ble for the particle we use the discrete Fourier transform, using the fact that any state of the system could be written as a 1i-

near combination if its eigen-states.
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1. Intr oducciéon

La ecuacién en la que estamos interesados es:

1 o’u
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Y en un principio se estudiara el caso en el que f=0.
Estamos interesados en el caso lineal, =0, en la ecuacion
(1), la cual escribiremos como:
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Si suponemos que las funciones ¥/ (x,f) son de la forma ¥/

(x,t)=X(x)T(t) podemos transformar esta ecuacion diferen-
cial parcial en las siguientes dos ecuaciones ordinarias:
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Las funciones propias X(x) (los modos normales de oscila-
cion) son los encontrados para la funcion de onda clasica,
con la unica diferencia que estas no oscilaran con las fre-
cuencias w,, descritas por la ecuaciéon de onda. Para conocer
cuales seran estas frecuencias, solo hace falta notar que el
término que acompafia a X en la ecuacion diferencial eq.
(3), son justamente los valores propios w’,, es decir, las
frecuencias angulares espaciales:
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Fig.1 espectro de energia para una particula de de masa de 10° MeV
encerrada en una caja unidimensional de longitud 0.01 MeV..
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Por lo tanto, las frecuencias espaciales eq. (4), de oscilacion
del sistema seran menores a las encontradas al resolver la
ecuacion de onda clasica.

En el caso a,f=0, estamos en el caso clasico de la ecuacion
de onda, en donde las frecuencias w son de la forma:
w.=nm/L. Mas acerca de la ecuacion de Klein Gordon,
puedeser visto en [2], [3]y [4]

2. Método numérico

La ecuacion de Klein Gordon con condiciones de dirichlet
en la frontera, la resolvemos discretizando esta ecuacion
basandonos en el método de diferencias finitas. Mas acerca
de este tipo de métodos puede ser visto en [1]

Luego, teniendo en cuenta que cualquier tipo de oscilacién
del sistema es una combinacion lineal de los estados base,
los cuales oscilan con su respectiva frecuencia, calculamos
la transformada discreta de fourier de las oscilaciones de un
punto del sistema, obteniendo el espectro completo de fre-
cuencias del sistema, 6 en otras palabras, las energias per-
mitidas para el sistema.

3. Resultados

Con el fin de hacer el calculo computacional mas facil,
tomamos unidades naturales y transformamos la ecuacion
(2)en:
2
Vi — 0 l’;/ -
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En donde la constante m sera 10°, mientras que el espacio
en donde consideraremos el problema sera el intervalo (0,
0.01), en otras palabras estamos simulando una particula de
masa de 10° MeV encerrada en una caja unidimensional de
longitud 0.01 Me V™.
Para encontrar los valores propios w seguimos el procedi-
miento ya descrito, en este caso analizamos el punto x=0.5,
lo cual significa que solo veremos las frecuencias corres-
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Fig.2 Comparacion entre el espectro de energias de las ecuaciones 5
(lineas verdes) y 6 (lineas rojas).

pondientes a los modos normales con ng 1,3,5,7...etc. Estos
resultados se muestran a continuacion:

Es importante anotar que aunque para frecuencias bajas los
espectros difieren en mas de un 20%, a medida que la fre-
cuencia crece, vemos que las frecuencias de oscilacién para
las dos ecuaciones mostradas en la fig 2, se comienzan a
acercar mas y mas. Lo cual quiere decir que el término
adicional m’ I,V3 deja de jugar un papel importante para altas
energias.

Conclusiones

Los valores propios (espectro de frecuencia), de la ecuacion
de Klein Gordon lineal y con interaccion Ay’ tienden a
igualarse a medida que estos aumentan. Mientras que si los
términos que acompaflan a \4/3 y a y son menores o iguales
al valor numérico del término que acompafia a V2, entonces,
no se podran distinguir los valores propios de la ecuacion de
onda clasica.
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