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Resumen

A partir de una expresion funcional para el momento de iaete un sblido de revolucion, analizamos el
periodo de un péndulo compuesto formado con dicho stlidando técnicas variacionales encontramos
el perfil del sblido que minimiza el periodo de oscilaci@dicho péndulo, tomando como caso especifico
una campana cuyo perfil se simula por un cono. Este tipo dect#s pueden ser utilizadas en cursos
intermedios en carreras de Fisica e ingenieria.
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Abstract

From a functional expression for the moment of inertia of lidsaf revolution, we analyze the period of
a physical pendulum which is a solid of revolution. By usirggiational techniques we find the profile of
the solid that minimizes the period of oscillation of suchemgulum, taking as a specific case the one of
a bell simulated by a cone. These kind of techniques can beegtin intermediate courses for Physicists
and Engineers.
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1. Introduccion 2. Formulas basicas

La formulacion dada en [1] para el calculo de los mo-  Si tenemos una funcioyi () > 0 en un intervalo
mentos de inercia de sblidos de revolucion, simplifica [zo,z;] podemos generar un sélido de revolucion gi-
los céalculos explicitos al tiempo que permite el uso de rando alrededor del ej& usando & (x) como funcion
técnicas variacionales que la literatura no aplica para lageneradora. Para dicho sélido, la posicién de su centro
optimizacion del momento de inercia. En este trabajo se de masa y su masa se pueden escribir en términos de la
estudia el comportamiento del periodo de oscilacion de funcion generadora [2]:
una campana simulada por un cono, encontrando cual
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es el valor de la altura que para un volumen dado min- - f zf (I) du M- f
L P . . . y —_— 5 =T
imiza este periodo, para ello aplicaremos la tecnica de M — fzf f(x) P
variacion de parametros y el método tradicional basado o (1)
en el calculo ordinario. Siendop la densidad del solido, el cual suponemos ho-

mogéneo. El momento de inercia para su eje de simetria
(eje z) y para un eje perpendicular al eje de simetria
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Figura 1.Péndulo fisico formado por un solido de revolucion.

(ejey) estan dados por [1]:
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De la literatura sabemos que el periodo de un péndu-

lo fisico esta dado por:[5]
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(3), usaremos la expansion[5],[4]:
vale decir que la expansion aqui presentada se uti-

lizara en aras de presentar datos mas realistas del pe-

riodo, pero no afectara la solucion al problema de los
parametros que minimizan al periodo.

3. Formulacion del problema

Seaun solido de revolucion que oscila alrededor de un
eje perpendicular a su eje de simetria con amplitud arbi-
traria, es decir que la integral de la ecuacion (3), tomaun
valor determinado que llamaremds Entonces, reem-
plazando las relaciones anteriores en la ecuacion (3
obtenemos que el periodo de un sblido de revolucion
generado alrededor del ejecuando oscila respecto al
ejey esta dado por:
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En (4) se observa que el periodo no depende de la masa.
El aspecto mas importante de la expresion (4) es que
muestra el periodo del péndulo Fisico como un fun-
cional de la funcion que lo genera, lo cual permite el
uso de técnicas variacionales para minimizar esta can-
tidad. Como ejemplo tomemos el perfil de un cono, y
estudiaremos su periodo cuando el cono es pivoteado
por su base o por la punta (el Gltimo corresponde a la
situacibn mas realista en el caso de una campana). Co-
mo funcién perfil para el cono pivoteado por la base y
por la punta se usan respectivamente las funciones

fale) = o

fi(z) = —EHR ;
h

conzy =0y xy = h. La idea es encontrar los valores

de Ry h que conducen a una minimizacién del periodo

para cada cono manteniendo fijo el volumen con densi-

dad constante. Desde el punto de vista funcional, esto

implica mantener la masa como ligadura constante. El

funcional a minimizar sera de la forma

Ty [f (R, )]
M[f (R, h)]

(5)

G [f (R7 h)] =

conT, y M dados por las Ecs. (4, 1) y las funciones
de R y h estan dadas por (5). Se puede entonces us-
ar variacion de los parametrd?® y h igualando sus
derivadas parciales a cero a fin de encontrar los valores
gue minimizan el periodo. No obstante, este problema
particular se puede resolver por métodos algebraicos.
Por ejemplo, el periodo de oscilacion para cada cono
se puede encontrar algebraicamente usando (4, 5) y se
obtiene la expresion:

| h R2
Teono (a) = 2mA _g (4 + ﬁ)
h 3R?
Tcono (b) = 2rA 5 2+ ?

(6)



rev.col.fis,vol.41,No 2(2009)

Para el cono (a) pivoteado por la base y el cono (b) Conclusiones
pivoteado por la punta. Es facil ver que cuamdy &

son iguales el periodo de los péndulos es el mismo €  Hemos ilustrado la manera de utilizar los métodos
igual al de un péndulo simple de longitad variacionales para efectos de encontrar el periodo de
Para hallar los valores dey R que minimizan el gscilacion de un péndulo fisico, dando a este péndulo
periodo de cada cono manteniendo constante el volu-pn perfil en el que dejamos algunos parametros a ajus-
men, reescribimos los periodos anteriores en funcion tar manteniendo la ligadura de volumen constante. Esta
del volumenV; = ’”gi y deh: situacion se puede constrastar con la solucion que se ob-
tiene usando calculo ordinario lo cual le da un caracter
mas pedagbgico para una primera aproximacion al prob-
lema. Se propone al lector la solucion del mismo prob-
lema pero con funcion perfil arbitraria el cual no tiene
(1) solucion sencilla utilizando el calculo ordinario, esto
con el fin de ilustrar el verdadero poder del método
variacional. Se pudo ver que el periodo de oscilacion de
un solido de revolucion cuando oscila alrededor de un
Empleando calculo diferencial encontramos los val- €€ perpendicular a su eje de simetria es independiente
ores deh que minimizan estos periodos de la masa. En particular, se trabajo la minimizacion de
una campana simulada por un cono, y se estudiaron los
casos en los cuales el cono se suspende por la base y
Reono (a) = a/ivo heono (b) = 3/2% cuando se suspende por la punta. Se tomo la I_igadura de
2 ™ volumen constante para los conos y a su radio y altura
Ry h como parametros de variacion. Se observd que
Es de notar que este minimo es independiente de lael periodo minimo del cono sostenido por la punta es
amplitud inicial del péndulo. Los valores decorre- menor que el del cono sostenido por la base. El valor
spondientes &y = 1 cm3soN:hon, (o) = 1,42 cm, y de h que minimiza el periodo de oscilacion es el mismo
heono () = 0,78 em. El lector puede verificar que los ~ para cualquier valor de la amplitud de oscilacion.
valores deh para el minimo del periodo coinciden con Vale decir que estos problemas no son solo de in-
los que se obtienen por variacion de parametros. terés pedagogico, pues la optimizacion de funcionales
Aungue en este caso los métodos variacionales nopueden ser de utilidad en Ingenieria y Fisica aplicada.
son especialmente ventajosos para minimizar el perio- Los autores agradecen a la DIB por el soporte fi-
do, el problema nos permite acercarnos de manera maganciero.
pedagbgica a estos métodos para variables relacionadas
con el momento de inercia y contrastar sus resultados )
con los obtenidos por calculo ordinario. Se propone al Referencias
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Tcono (a) = 21 A

Teono (b) = 2mA
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