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RESUMEN
La mayoria de libros de mecanica cuantica incluyen potenciales rectangulares para

ilustrar ideas fisicas sin necesidad de usar una matematica complicada. Varios
argumentos son desarrollados en la literatura para mostrar que la funciéon de onda
y su primera derivada son continuas en el punto donde el potencial es
discontinuo. En este trabajo mostramos que los argumentos usuales que se utilizan
para demostrar lo anterior no son satisfactorios. Planteamos un método que
permite demostrar la continuidad de la funcioén de onda y de su primera derivada,

que puede ser utilizado en cursos introductorios de mecanica cuantica.

INTRODUCCION

La mayoria de libros introductorios de mecanica cuantica o fisica moderna [1-5] incluyen la
solucion de problemas unidimensionales para explicar propiedades generales de la funcion
de onda. Usualmente en estos capitulos se incluyen potenciales rectangulares con
discontinuidades finitas para ilustrar la fisica evitando complicaciones matematicas.
Algunos autores advierten que potenciales con discontinuidades bruscas no existen pero que
pueden representar modelos adecuados en algunos casos.

Se exige que la funcion de onda y su primera derivada sean continuas en el punto de
discontinuidad del potencial. En este trabajo examinamos algunos argumentos usuales que
conllevan a las condiciones de frontera sefialadas y explicamos por qué éstos no son
adecuados, mostramos que el problema no es trivial y finalmente presentamos un argumento
diferente, que es mas aceptable.

ARGUMENTOS USUALES

Consideremos la ecuacion de Schrodinger unidimensional
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en donde ¥(x) es un potencial escalar que tiene una discontinuidad finita en x = a, es decir
V(x) = Vi(x) para x <a y V(x) = V5(x) para x > a. Aclaramos que no se trata de que el
potencial V(x) que estamos utilizando esté describiendo aproximadamente un potencial
continuo con una gran pendiente, para el cual obviamente y(x) y dy(x)/dx son continuas,
sino que la ecuacion (1) incluyendo la discontinuidad de ¥(x) plantea un problema
matematico que debe resolverse formalmente. Algunos autores [2] plantean incluso
cualitativamente, que en x = a, y(x) y dy(x)/dx son continuas y d" y(x)/dx” es discontinua.
El problema no es tan trivial, ndtese que si dy(x)/dx y d*y(x)/dx> existen en todo el
espacio, entonces seria necesario que tanto y(x) como dy(x)/dx fuesen continuas, en
consecuencia el término V(x)y(x) seria discontinuo en x = a , lo que deberia ser
compensado con una discontinuidad similar en @’ y(x)/dx* . Sin embargo, una derivada que
existe en todo punto de un intervalo no puede tener una discontinuidad en algun punto del
mismo intervalo, por lo tanto estrictamente d” y(x)/dx* no existe en x = a y por lo tanto la
ecuacion (1) no esta definida en x = a. En consecuencia no existe una conexiéon entre las
regiones x <ay x> a Yy por lo tanto no hay razon para exigir a priori la continuidad de y(x)
y dy(x)/dx en x = a. Esto muestra que el problema no es trivial y que debe resolverse
formalmente desde un punto de vista matematico.

El argumento mas usado [1]-[4] en los textos para mostrar la continuidad de yA(x) y dy(x)/dx
es el de integrar la ecuacion (1) en un intervalo que contenga la discontinuidad, del
potencial, es decir entre a —¢ y a + ¢ (¢ >0), obteniéndose
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Notese que estrictamente d*y(x)/dx’ no existe en x = a como sefialamos en el parrafo
anterior. A pesar de esto, muchos autores plantean que de (2) se obtiene:
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Finalmente, tomando € —0 y del hecho de que la integral es finita se obtiene que dy(x)/dx es
continua en x = a. Sin embargo, es importante tener en cuenta que en el paso de la ecuacion
(2) alaecuacion (3) se usa el teorema fundamental del calculo, el cual plantea[9] que el lado
izquierdo de (2) es igual al lado izquierdo de (3) siy solo si dy(x)/dx es continua en el
intervalo [a — &, a + €]; en otras palabras la demostracién hace uso de lo que se quiere
demostrar y por lo tanto no demuestra nada. Algunos autores [1] hacen variaciones de este
método pero utilizan esencialmente la misma argumentacion.
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Otros textos [5] argumentan que para obtener una densidad de probabilidad finita se
requiere que la funcion de onda sea finita en todo el espacio en que se esté considerando el
problema y que por lo tanto de la ecuacion (1) se obtiene que d”y(x)/dx* es finita, de tal
manera que dy(x)/dx 'y y(x) sean continuas, garantizandose ademas de esta manera la
continuidad de la densidad de probabilidad y de corriente de probabilidad [6]-[8].
Respecto a esto sefialamos que no existe un principio basico de la mecanica cuantica que
plantee que la densidad de probabilidad sea finita, lo que se exige es que su integral sea
finita, es decir que la funcion de onda sea cuadraticamente integrable.

Otras exigencias se refieren a que el valor esperado del momentum o de la energia cinética
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Sean reales para todo y(x), con lo que se obtiene
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En donde las integrales se han efectuado por partes y evaluado entre (—o,a—¢] y [a+&%) y se
ha exigido que ¥(x)y dy(x)/dx sean cero en * .

Las ecuaciones (4) y (5) plantean directamente la continuidad de la densidad de
probabilidad y de la densidad de la corriente de probabilidad en x = a cuando se toma s—0.
Las relaciones expresadas en (4) y (5) son equivalentes a
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con b y c constantes reales. De tal manera que de la continuidad de las densidades de
probabilidad y de corriente de probabilidad no se obtiene la continuidad de la funcién de
onda y de su primera derivada.

Recordemos que para potenciales tipo delta de Dirac [1]-[3] se obtienen funciones de onda
cuyas derivadas no son continuas, pero sin embargo la densidad de corriente de probabilidad
si es continua. En forma similar [10] pueden existir situaciones con campos magnéticos
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involucrados en las que la funcion de onda es continua y su primera derivada es
discontinua requiriéndose que (-iAV —gA(r)/c) y(r) sea continua.
UN ARGUMENTO DIFERENTE

Si bien es posible usar teoria de distribuciones interpretando la ecuacion (1) como una
distribucion y exigiendo su existencia incluso en x = a, este tipo de argumento no es
adecuado para estudiantes de un primer curso de mecéanica cuantica. En lo que sigue
hacemos una demostracion relativamente simple.

Consideremos  la transformada de Fourier de una funcion de onda y(x), que pertenece al
espacio de funciones cuadraticamente integrables L?. Cada una de estas funciones tiene
una transformada de Fourier de la forma

Ty (x) = $(p) = jz e/ 0 )

#p) también pertenece a L°. Cualquier operador 4 en el espacio de configuracion, define
un operador B en el espacio de momentum, mediante

Bop) =T(Ap() = [ave Py ®)

Si y(x) pertenece a L y suponiendo que (x) se ‘‘comporta bien’’ excepto en x = a tenemos
de la ecuacion (1) que d”y(x)/dx® también pertenece a L?. Un aspecto importante de la
funciones de onda que resuelven la ecuacion de Schrodinger es que si

A=-12d?/dx* = B =p?. Usando (7)y A=-h>d*/dx> tenemos para la ecuacion (8)
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Para admitir la posibilidad de tener discontinuidades en x = a, integramos entre (-0, a

—¢] y [a+ g»), con e>0. Realizando la integral en (9) por partes y utilizando las
propiedades de una funcion de L se obtiene

2 .
B(p) = Zze_lpa/h[""(“ re)—ypa—e)+ ij%e"”“/h[w(a re)—yla-o)+ p2d(p)

Como B= ])2 obtenemos las ecuaciones de continuidad
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y'ate)=y'(a-&)y wlat+te)=yla—s) (10)

Lo que demuestra la continuidad de la funcion de onda y de su primera derivada en x=a
sin necesidad de asumir o suponer condiciones como las anteriores mencionadas.

CONCLUSIONES

Los argumentos usuales que se usan en la mayoria de los libros de mecanica cuantica o
fisica moderna para justificar la continuidad de la funcion de onda y de su primera derivada
en las discontinuidades de un potencial no son satisfactorios. Usando una transformada de
Fourier entre el espacio de configuracion y el espacio de momentum se ha demostrado que
para funciones de onda cuadraticamente integrables, la funciéon de onda y su primera
derivada son continuas en la discontinuidad de un potencial. Esta demostracion puede ser
usada en cursos introductorios de mecénica cuantica o fisica moderna.
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